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Chapitre 1

Introduction

La modélisation d’un probleme réel utilise les lois de la physique (mécanique,
thermodynamique, électromagnétisme, acoustique, etc. ), ces lois sont, généralement,
écrites sous la forme de bilans qui se traduisent mathématiquement par des
Equations Différentielles Ordinaires ou par des Equations aux Dérivées Partielles.

Les équations aux dérivées partielles interviennent aussi dans beaucoup d’autres
domaines : en chimie pour modéliser les réactions, en économie pour étudier le
comportement des marchés et en finance pour étudier les produits dérivées (op-
tions et obligations).

Les équations aux dérivées partielles sont un sujet de recherche tres actif en
mathématiques et elles sont a l'origine de la création de beaucoup de concepts
mathématiques comme, par exemple, la transformée de Fourier et la théorie des
distributions.

Dans la plupart des cas il est tres difficile, voir impossible d’exhiber les solu-
tions d’une équation aux dérivées partielles. Dans certains cas on arrive a montrer
que le probleme est bien posé (c’est-a-dire qu’il admet une solution unique) et on
peut, parfois, calculer des approximations numériques des solutions.

1.1 Exemple d’une équation aux dérivées par-
tielles

On va montrer comment, a partir des lois de la thermodynamique on peut
déduire une équation aux dérivées partielles dont les solutions décrivent la température
d’un corps en équilibre thermique.

Soit © un ouvert de R? qui décrit la position dans 'espace du corps, soit T'(F)
la fonction de Q & valeurs dans R?® qui décrit la température en chaque point.
Soit B(F) = (®1(Z), Po(T), P5(Z)) le champ vectoriel qui décrit le flux de chaleur
au point Z. Soit f(Z) la densité volumique de chaleur re¢ue au point 7.

L’équilibre thermique d’un petit volume w C 2 signifie que le flux de chaleur
qui traverse la surface de w est égal a la quantité de chaleur recue, si qui se traduit



par :

/{)wcﬁ-ﬁds:/wf(f)df

ou 7i = 7i(Z) est la normale extérieure unitaire a la surface dw au point ¥ € dw. En
utilisant la formule de la divergence (qui n’est autre chose que la généralisation
de la formule d’intégration par parties) on conclut que

/a ’ () - 7(T) ds = / div(®) dz

w

donc :
(1.1) /wdiv(&i) df:/wf(f) iz

Cette équation est vérifiée pour tout petit volume w C 2, on sait alors que
1”équilibre thermique peut étre modélisé par I’'équation :

(1.2) div(®)(Z) = f(Z) VZ e Q.

Si on prend en compte une loi de comportement on peut simplifier cette
équation ; la loi de Fourier dit que le flux de chaleur est proportionnel au gradient
de la température, ce qui s’écrit

(1.3) B(7) = —w(T)VT(T),

la constante de proportionnalité (&) s’appelle la conductivité thermique et dépend
exclusivement de la nature du matériel. En remplacant (1.3) dans (1.2) on obtient

(1.4) —div(k(Z)VT) = f,
qui est équivalent, dans le cas o k(x) est constant, &
—kAT = f.

Pour que ce probleme soit bien posé on doit connaitre la température ou le flux
de chaleur dans frontiere du domaine, on considere deux types de conditions :

1. Une condition de Dirichlet ou on impose la température sur le bord du
domaine :

T(7) = Ty(T) VT €,

2. Une condition de Neumann ou on impose un flux de chaleur a travers la
frontiere :

k(B T2 (T) = 00(T) VF € O0.



1.2 Rappels sur la dérivation partielle

Soit f est une fonction réelle définie dans RY. A T'aide d'un repére on peut

écrire un vecteur ¥ € RY comme (21, 7,...,2y) ol les x; sont des réels.
Définition 1. La i-éme dérivée partielle de f au point (x1, 22, ..., xN) est définie
par :

of _

(I‘l,l'g, R 7xN) =

0xi
lim f(Z1, %o, T, Ty + by Tiyry -, TN) — [(T1, Ty oo Tio1, Tjy Tig 1, - - TN)
h—0 h

st elle existe.
Un concept important est celui de gradient :

Définition 2. Si toutes les dérivées partielles d’une fonction f sont définies en
un point de l'espace RN alors on appelle gradient de f au point (zy,...,zN) le
vecteur :

Vf(ry,...,on) = (g—a‘i(xl,...,x]v),... —

Le gradient a quelques propriétés importantes :

— il est indépendant du repere,

— il pointe dans la direction de plus forte croissance de la fonction,

— il est perpendiculaire aux lignes de champ définies par f(z1,...,2y) = ¢,
ou ¢ est une constante quelconque.

Exemple 1. On considére la fonction f(x,y) = zy, on calcule ses dérivées par-

tielles :
of (2o + h)yo — oo

%(iﬁo, Yo) = }lllg(l) h = Yo
. wo(yo+h) —mwoyo
By (20, %0) = }Lli% A = Xy

le gradient est égal a :
Vi(z,y)=(y,z)

les lignes de champ pour cette fonction sont les hyperboles :

{zy = c}

Si on prend, par exemple le point (1,1) € R? situé sur la ligne de champ { f(z,y) =
1}, on vérifie alors que le vecteur V f(1,1) = (1,1) est perpendiculaire a la courbe
{y=1/x}.

Pour étudier la variation d’une fonction de plusieurs variables dans une direc-
tion donnée il est naturel d’introduire la dérivée directionnelle :



Définition 3. La dérivée directionnelle de f dans la direction du vecteur v =
(v1,...,0N) au point (x1,...,xN) est définie par :

Dyf (a1, on) = lim f@+ h? — [(®)

Exemple 2. Toujours pour f(xz,y) = xy calculons la dérivée dans la direction
(1,1) -

. fe+h,y+h)— f(z,y
D(1,1)f(x,y) = }llli% ( . ) (x,y)
h—0 h

=z+y+limh
h—0

Proposition 1. Si toutes les dérivées partielles de f au point (z1,...,xN) sont
définies alors :

ot - est le produit scalaire de deux vecteurs.

La dérivée partielle d’une fonction réelle est une fonction réelle, on peut ainsi
définir facilement les dérivées d’ordre supérieure :

Définition 4. La dérivée partielle de la fonction f d’ordre j par rapport aux
variables x;,, ..., x;; est définie par :

o f 0 Lf
Ox;, ... 0z, 0wy, \ Oy, . .. Oz,

Ceci est plus facilement compréhensible avec un exemple en ordre 2 :

Exemple 3. Considérons la fonction de deuz variables f(z,y) = z* + v, calcu-
lons la dérivée croisée d’ordre 2 :

Ff _99f 90
dydx  Oydxr Oy

(22) =0

Nous allons maintenant énoncer un résultat pour les dérivées d’ordre 2 qui
pourra facilement se généraliser a des ordres supérieures :

Proposition 2. Les dérivées partielles d’ordre 2 vérifient :

9% f 82 f

Or;0r;  Ox;07;

si ses dérivées sont des fonctions continues.



Pour la recherche des points extrémes d’une fonction de plusieurs variables il
est intéressant de définir la matrice Hessienne :

Définition 5 (Matrice Hessienne). La matrice Hessienne d’une fonction f de
N wariables est la matrice d’ordre N :

O2f (= 2f (=

a—w%(fﬂ) Oxr10x N (ZL')
H(#) = 5

02 f — 02f (=

Comme on a vu auparavant, cette matrice est symétrique si toutes les dérivées
partielles d’ordre 2 sont continues.

Proposition 3. Si f est une fonction de N variables de classe C? et si & € RN
est un point extréme de f (c’est-a-dire V f(Z) = 0), alors :

1. si la matrice Hy(Z) est définie positive le point T est un minimum local de
f
2. si la matrice Hy(Z) est définie négative le point ¥ est un mazimum local de
f-
Exemple 4. On reprend la fonction f(x,y) = 2 + y?, son gradient est :

Vf(z,y) = (2z,2y)

(0,0) est un point extréme, et

Hy(0,0) = {(2) (2)}

et Hy(0,0) définie positive, car elle est diagonale a termes positifs, donc (0,0) est
un minimum de f.

Un opérateur différentielle d’ordre 2 trés important est le Laplacien, il est
invariant par changement de repere, et de ce fait il intervient en de nombreuses
équations aux dérivées partielles.

Définition 6. Le Laplacien d’une fonction de N wvariables f est :

-3 2k

i=1

2

oV
\

= trace H (%)

Q

SN

X

Pour des fonctions de N variables on rappelle le développement de Taylor
d’ordre 2 au tour d'un point :

Proposition 4 (Développement de Taylor). Siu est une fonction de RY dans
R de classe C* dans un voisinage du point T, alors pour tout h € R" suffisamment



petit on a :

G ou ou
w(@ + h) _u(x)+hla—xl+ ~-+hN%+

; <h2 A SN L AL 1) B (£>>

5 18—90% OxlﬁxN_i N@mﬁv

ot & est un point de R? situé dans le segment de droite qui relie T a T+h et CN
est le coefficient binomial.

Dans le cas des fonctions d’une variable la regle de dérivation d’une fonction
composée s’écrit :
d
o/ (9(@) = f(g(2))g'(x)
la généralisation aux fonctions de plusieurs variables de cette formule est :

Proposition 5 (Dérivation de la fonction composée en plusieurs va-
riables). Soit f(x1,...,xy) une fonction réelle de N wvariables, supposons que
chaque x; = g;(r1,...,ry) est une fonction de 1y, ...y, Soit

flr,ooorm) = flgr(re, oo oyrar), oo gn(re, oo ru)),

notons (xf = ¢;(ry,...,r3)), alors on a :
+%(xl,...,xN)a—m(rl,...,rM)

Exemple 5. On considére la fonction de deux variables f(x,y) = 22 + y?, ou
x(r,0) = rcos@ et y(r,0) = rsind et la fonction g(r,0) = f(x(r,0),y(r,0)). On
calcule la dérivée partielle suivante :

dg of ox of oy
S0 = G ) G0 + G ) 0
= 22" cos 0" + 2y* sin 0"
= 2r* cos? 0" + 2r* sin? 9"

= 2r"

1.2.1 Fonctions vectorielles

Une fonction vectorielle est une fonction & valeurs en RY, on va étudier le cas
particulier des fonctions de RY en RY. Pour ces fonctions on définit la matrice
Jacobienne :



Définition 7. Soit f une fonction de N wvariables réelles a valeurs en RY. on
suppose qu’une base a été fivé en RN, on définit la matrice Jacobienne de f
comme :

0 — 0, — 0 —
p@ @
1 (7 2 (7 N (7
Ofi (= Ofs (= Ofn (=
P@) L@ . BE@
de terme général :
of;

(@), = 52 (@)

La trace de la matrice Jacobienne est une fonction scalaire. C’est un opérateur
différentiel d’ordre 1 qu’on appelle la divergence.
Définition 8. La divergence de la fonction fde D C RY enRY est une fonction
réelle définie par :

div f(Z) = trace J§ (& Z 8f
T
La divergence est parfois notée comme :
div f =V f

c’est un abus de notation car le gradient n’a de sens que si on 'applique a une
fonction. En dimension 3 en prenant quelques libertés on peut écrire :

(0 0 0
N 8$ 1 ’ (%2 ’ 8$3
s’il était un vecteur on aurait alors :
f: f 3f2 n dfs
8272 al’g
On sait de l'algebre linéaire que la trace d’une matrice est invariante par

changement de coordonnées, ceci entraine que la divergence ne dépend pas du
systeme de coordonnées choisi. On va montrer ce résultat.

Théoreme 1. La divergence d’un champ vectoriel est une fonction scalaire, ¢ est-
a-dire, les valeurs de lef ne dépendent que des points de l’espace et de f ils
sont indépendants des coordonnées.

Démonstration. On va montrer ce résultat pour une fonction vectorielle de R3.
On considere un point de R3 qui a pour coordonnées (z1, s, x3) dans une base
et (7,25, 2%) dans une nouvelle base. On note (f7, f5, f7) les composantes de f
dans la nouvelle base. On cherche a montrer que :

p_ 0N 0 Ofs 0K Of  Ofs

d = -
v f= oxy + oxs + Oxi  Oxy  Oxy  Oxs

9



La transformation de coordonnées peut s’écrire sous forme matricielle :

:Af—l—b<:>x;‘:Za]k:ck+b]

k=1

olt A est une matrice orthogonale (A~ = AT). En dérivant on conclut :

oxy
— a
8$]’ 7
On a évidement :
FeaTf
3
fi= Z%‘fl b
=1

ce qui implique :

donc :

fi _N~0fi 00~ Ofy
B =2 g 2 i Zz%“kﬂa
J k=1 k= k=1 k k=1 I=1

La matrice A étant orthogonale on a AT A = I et donc :

o 3 3 £ of:
dlvf:zzz% kj@xk Z@xk

1.3 Equations aux dérivées partielles linéaires

Une équation aux dérivées partielles est linéaire si ’ensemble de ses solutions
forme un espace vectoriel. Cette notion mérite néanmoins des précisions. On
appelle aussi linéaire une équation avec un second membre si I’équation homogene
associée (c’est-a-dire avec second membre égal & zéro) est linéaire.

Vérifions que 1'équation (1.4) est bien linéaire, 1’équation homogene associée
est :

div(k(ZVT) =0
soient T} et Ty deux solutions de cette équation, alors :
div(k(ZV(aT) + 0T)) = adiv(k(ZVT)) + S div(k(ZVT) =0

ce qui montre que la combinaison linéaire des solutions aussi est une solution.

10



Exemple 6. Montrons que la fonction T(x,y) = x® + y? est bien solution de
Uéquation (1.4) en R? pour k(x,y) =1 et f(x,y) = —4 :

*T  9*T
—k(z,y)AT = o2 o —2-2=—4= f(z,y)

Exemple 7. L’équation Af = f? n'est pas linéaire, en effet, si f est solution et
a est une constante réelle alors :

Alaf) = aAf =af? # (af)?
sia#Qeta#1letf£0et f#£1.

11



Chapitre 2

L’équation de transport

L’équation aux dérivées partielles la plus simple est 1”"équation de transport
dans le demi-plan, il s’agit d'une équation linéaire d’évolution du premier ordre.
On cherche une fonction u qui vérifie :

(2.1) a—i—c%:() Vi>0 VreR

u(z,0) = ug(x) Vo eR.
Les solutions sont des fonctions définies dans D = R x R% dont la frontiere est
0D =R x {0}.
Pour ce probleme les solutions sont tres facilement calculables :

Théoreme 2. Si ug est dérivable sur R, alors il existe une unique solution
différentiable u du probléme de Cauchy en (z,t), elle est donnée par :

(2.2) u(z,t) =up(zx —ct) YreR Vt>0

Démonstration. On définit les caractéristiques comme les courbes de R? définies
par (X (¢),t) ou la fonction X (t) est solution de I’équation différentielle ordinaire

dX
— =c
dt
Le long des caractéristiques, la solution le I’équation (2.1) vérifie :
d dX ou Ou
(X)) = —— 4= =0
(X (®),1) = —r -+ 50 =0,
ce qui implique que les solutions sont constantes le long des caractéristiques.
Soit (z*,t*) un point du plan avec t* > 0. Soit X*(¢) la caractéristique passant
par ce point, alors, elle vérifie :
dx*

=C

12



la solution est alors :
X*(t) =ct+ " — ct”.

Pour t = 0 ceci donne :
X*(0) =a* —ct”

et on a :
u(z*, t") = u(X*(0),0) = u(z" — ct*,0) = up(x™ — ct*).

2.1 L’équation de transport a vitesse variable

On considere maintenaient le cas de I’équation de transport ou la vitesse varie
en temps et en espace. On cherche des solutions u définies dans |a, b[xR*.

(2.3) %(x,t) + v(x,t)%(m,t) =0 Vz€la,b] Vt>0
z(x,0) = uo(x) Vz €a, bl

on suppose que v(a,t) =v(b,t) = 0.

La technique qu’on a utilisée pour montrer I'existence et I'unicité pour I’équation
de transport a vitesse constante peut se généraliser au cas ou la vitesse n’est
pas constante. On cherche les courbes caractéristiques qui sont les solutions de
I’équation différentielle ordinaire :

dX
= (X))
le long de ces courbes on a :
d ou ou dX ou ou
S0 = 0.0+ X005 = (50T (K00 =0

ceci veut dire que les solutions sont constantes le long des caractéristiques, il suffit
alors de prendre en compte la condition initiale. La solution au point (g, %) est
égale a la valeur de ug(z*) ou z* est la valeur pour ¢t = 0 de la caractéristique qui
passe par le point (zg,tg), en d’autres termes :

u(zo, to) = up(x*), x* = X(0)

et X (t) est solution de
dX 9
— x
dt ’

X(ZEQ) = t()

<
—

13



Exemple 8. Cherchons les solutions de l’équation auzx dérivées partielles sui-
vante :

(2.4) %+9€(1—9€)% =0 sur]0,1[x]0, oo
u(z,0) = uo(z) sur )0, 1]

au point (xo,ty), la caractéristique qui passe par ce point est solution de :

dX
—=X(1-X
X(to) = X9
on peut résoudre cette équation différentielle par séparation de variables :
dX
— =dt
X(1-X)
st on integre on obtient :
X t
d
/ _ds / dhw
xo S<1 - S) to
ce qui donne :
1-—X 1-— To
—log | ———| + log =t—t
Zo
et l’expression pour la caractéristique :
Lo

X(t) =
(*) xo + (1 — zg)eto~t

La solution de (2.4) est alors :

(2.0 -
u(x =u
000 O\ 2o 4 (1 — zg)eto

2.2 Un premier exemple de condition de frontiere

On va montrer un premier exemple d'une équation aux dérivées partielles
avec condition de frontiere. Pour simplifier on regardera uniquement le cas de
I’équation de transport a vitesse constante pour x positif

a—“+c@:0 Vi>0, x>0
ot ox
(2.5) u(z,0 =up(x) Yr>0

u(0,t) =g(t) Vt>0

Dans ce cas on peut tres facilement construire la solution, il suffit de généraliser
la démonstration du méme résultat pour I’équation de transport a vitesse constante
dans R.

14



Théoréme 3. Le probléme (2.5) a pour solution :

up(z —ct) six—ct>0
u(z,t) = T ,
g(t——) six—ct <0
c

Pour se convaincre de ce résultat il suffit de regarder la figure 2.1, et de noter
que la ligne pointillé représente la caractéristique qui passe par le point (0,0),
c’est-a-dire, la demi-droite x = ct, ¢ > 0. La partie du domaine a droite de
cette caractéristique vérifie x — ct > 0 et la partie a gauche x — ¢t < 0. Pour cette
derniere partie les caractéristiques touchent I'axe x = 0 avant de toucher I'axe

t=0.

Fi1G. 2.1 — Les caractéristiques et les conditions de frontiere

On ne traitera pas le cas général d’'un domaine borné ou la vitesse ne s’annule
pas sur les bords, on peut néanmoins s’apercevoir que le probleme peut advenir
si une courbe caractéristique touche un point (a,t) ou (b,¢) pour ¢t > 0. Il faut
alors ajouter une condition de frontiere a 1’équation et 1'utiliser pour remonter
I'information. Ceci se comprend mieux sur la figure 2.2.

t

X1t

X0_t0

a b

F1G. 2.2 — Les caractéristiques et les conditions de frontiere

15



2.3 L’équation de transport conservative

On étudie maintenaient une équation proche des équations qu’on vient d’étudier.
Il s’agit de ’équation de transport conservative :

2. D i) (o) =0 suraclad] ¢ 0
u(@,0) = uo(z) z €la,b]

v(x,t) est la vitesse qui est donnée et vérifie v(a) = v(b) = 0 et ug est une fonction
donnée,
On va voir pourquoi on appelle cette équation conservative :

Proposition 6. L “intégrale en x de la solution de l’équation (2.6) se conserve
dans le temps, c’est-a-dire :

b b
/u(x,t) dx:/ up(z) de Yt >0

Démonstration. Comme u est solution de (2.6) on a :

/ab (% + % (v(z, tyu) (z, t)) dr =0

/ a5 (W@ tu) (2,1) = [v(z, t)u(z, 1)) =0

car v(a,t) = v(b,t) = 0. On conclue que :

on a :

b
7 u(z,t) de =0

O

On remarquera que cette équation possede un terme supplémentaire, par rap-
port a I’équation de transport (%u) et de ce fait on ne peut plus dire que la
solution est constante le long des caractéristiques. Par ailleurs, pour 1"équation
de transport a vitesse non constante, malgré le fait que la solution soit ponctuel-
lement constante le long des caractéristiques l'intégrale, ne se conserve pas, en
effet, de : \ .

% i u(z,t) dx—l—/a U(x,t)%(:c,t) dr =0

on conclue que :

b b
%/ u(z,t) dx:/ ?(x,t)u(a:,t) dx
a a x
16



ol on a, bien sur, utilisé le fait que v(a,t) = v(b,t) = 0.
Si on écrit I’équation conservative le long d’une caractéristique on obtient :

0 0
aU(X(t); t) + 7

On note maintenant que

0 dX . Ou d
Su(X (0,1 + S0 S (X (), ) = (X (), 1

(v(X(t), t)u(X(t),t)) = 0.

ce qui entraine :

Su(X(1),6) + 5o (X (1), Du(X(0),1) = 0.

Si on définit la fonction :

elle vérifie :

Y - (%‘(X(t),t) " (ug—Z) (X(t),t)) s X)) ar
:(%%W&ﬂ+%§%%ﬂmﬂ+(é%)@UMOeﬁ%“Wﬂm
— (GO 5 (sxong) (X ) o
=0

On peut donc conclure que :
w(X(t), t)eh X dr — (X (0)).
On a montré :
Proposition 7. Le long d’une caractéristique la solution de l'équation (2.6)
vérifie :
t Jv
u(X(0),1) = up(X(0))e~ s BEOX )

Exemple 9. On va résoudre [’équation :

ou 0
4 (xtu) = t
(2.7) 5 -l—ax(a: u)=0 Vt>0 Vx>0

u(z,0) =z Vo > 0.
Cherchons d’abord la caractéristique X (0) passant par le point (x,t). Elle est
solution de

X'(0) = X (6)6,
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il s’agit d’une équation a variables séparées sa solution est :

02

X(0)=cez

on détermine la constante ¢ a partir de ’égalité :

X(t)=x
ce qui donne
t2
c=uxe 2
et
02 _42
X(0) = ze 2

La vitesse et sa dérivée partielle en x sont données par

v(x,t) = at g—z(a:,t) =t

et la solution de (2.7) est donnée par :

9

u(w,1) = ug(X(0))eh 5 o

2.4 Equation de transport en dimension supérieure

On cherche maintenant a traiter ’équation de transport (aussi appelée équation
de vitesse de diffusion) pour une dimension d’espace supérieure a 1. On se pose
la question de savoir quel opérateur généralise la dérivée spatiale a%‘ Il est bien
évident que ’équation doit rester d’ordre 1 (on cherche a transporter une fonc-
tion) et que, en plus, elle ne doit pas changer si on change de repere (on dit qu’elle
est invariante par changement de repere). On a vu que 'opérateur div vérifie ces
deux conditions. On présente uniquement la dimension 3 .

L’équation de transport en forme conservative s’écrit alors :

B .
28) a’;(f t) + diva(pV)(#,t) =0 FE€DCR? t>0

p(Z,0) = po(7)

olt D est un ouvert de R, V/(Z,t) est une fonction vectorielle (de R*x]0, 00| en
R3) qui représente la vitesse, et po(Z) est une fonction scalaire qui représente la

18



condition initiale. Notons que dans cette équation la divergence prend en compte
uniquement les trois premiéres variables (les variables spatiales), d’ou la notation
din.

Pour trouver les solutions on applique une fois de plus la méthode des ca-
ractéristiques qui nous permet de nous ramener a une équation différentielle or-
dinaire. On cherche alors une fonction X (t) tel que le long de la ligne de R*,
(X (t),t) l'équation

on ait une expression simples pour la solution.
Dans le cas qui nous concerne on a

d — t . - >
- X(t),t Jo diva(V(X(s),s)) ds) -0
A (CORNE

ce qui implique, comme en dimension 1

(2.9) p(X (1), 1))elo WV b — p(X(0),0).

—

Notons que si divyz V' = 0 alors p est constant le long des caractéristiques.
Les caractéristiques sont maintenant des fonctions vectorielles, elles sont définies
par un systeme d’équations différentielles ordinaires :

Définition 9. La courbes caractéristique qui passe par le point (£*,t*) pour
I’équation de transport en R3 de vitesse variable V(Z,t) sont les solutions du
systeme d’équations différentielles ordinaires :

dX Lo
(2.10) E(t) =V(X(t),1)
X(t) =a
On voit immédiatement que le long des caractéristiques on a :
op, = ~

en effet, (2.10) implique :

SOR0.0) = LE .0+ Y L X005

et :




ce qui entraine :

2.5 Solutions auto—semblables

Pour terminer ce chapitre on va présenter la notion de solution auto-semblable
et I'appliquer a I’équation de transport a vitesse constante. On appelle auto—
semblable une fonction qui est invariante par un changement d’échelle en temps.
Ce type de fonctions est tres important en physique car elles modélisent des
phénomenes qui sont indépendants de 1’échelle de mesure.

La méthode de recherche de solutions auto—semblables consiste a imposer une
certaine forme a la solution recherchée, et de ce fait a transformer 1’équation aux
dérivées partielles en une équation différentielle ordinaire. Voyons ceci avec un
exemple.

On cherche des solutions de I"équation (2.1) qui vérifient :

(2.11) (e, t) = 1o f (t%)

ou f est une fonction quelconque, a et § sont des constantes a choisir pour que
les solutions existent.
Calculons les dérivées partielles d’ordre 1 de u :

)= (5) e (2)

et :
ou

x
—(x,t) =P ’(—)
L’équation (2.1) devient alors :

a—1 E a—B _ a—(G—1 / <£> _

at f<tﬁ>+(6t Gt x)f 5 =0
en divisant par t*~! on obtient :
il 16 _ 3B £/ (f) _
af(tﬁ)+(ct s s (55) =0

si on choisit § =1 et y = x/t on se ramene a I’équation différentielle ordinaire :

af(y) +(c—y)f'(y)=0

qui peut s’écrire :

o)
= ——=In|f|=aln|ly—c|+ A
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ou g est une constante d’intégration. On conclue que une solution auto—semblable
de I’équation de transport a vitesse constante est :

«

T ¢ = Az — ct|®

u(z,t) = At*

A est une constante a déterminer a partir des conditions initiales. La solution
retrouvée dépend uniquement de z — ct.
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Chapitre 3

Equation des ondes

L’équation des ondes en R s’écrit :

Pu 0%

(3.1) u(z,0) = ug(x) Vr € R
(r,0)=ui(z) VzeR

elle modélise la propagation d’une onde dans un milieu infini. La constante ¢ est
la vitesse de propagation de I'onde et les fonctions ug et u; sont respectivement,
I’état la vitesse initiale.

On établira tout d’abord un lien entre cette équation et 1’équation de trans-
port. Introduisons deux nouvelles fonctions inconnues, v; et vy, qui sont liées a u
par les égalités :

ou
V1T = —
9)
Du
Vg = c—
? Ox
et considérons le systeme de deux équations aux dérivées partielles suivant :
v v
52 —tl—c—on Yz €R Vt>0
3.2 L
(%) (%1
— —c—=0 VzeR Vt>0
ot Ox

ou on a fait abstraction des conditions initiales. En remplacent les expressions
pour vy et vy dans (3.2) on voit que la premiere équation est équivalente a
I’équation des ondes et la deuxieme a ’équation de Schwarz :

Pu  0u
oxdt  Otdx
qui est satisfaite par toute fonction de classe C?. Le changement de variables

qu’on a pris n’est le seul possible, en effet, on aurait aussi pu prendre v; = %—1; et

— _oou
Vg = C(’?x'
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Le systeme (3.2) est composé de deux équations de transport couplées, de
vitesse constante —c¢, on peut le récrire en forme matricielle :

vy o —1| 122 o
81}2 1 0 81}2
ot ox
ce qui équivaut a :
ov ov u1
0_/: + cAa—Z =0 ouv=
%

On notera que si on diagonalise la matrice A alors les deux équations de
transport seront découplées, ce qui nous permettra 'utilisation des résultats qu’on
a montré pour I’équation de transport a vitesse constante. Cherchons les valeurs
propres de A, ceux-ci sont solution de I’équation :

AN —1=0
c’est a dire Ay = 1 et Ay = —1. Les vecteurs propres sont les solutions de :
T+ T = 0

et de :
1'1—1'2:0

on choisit alors les vecteurs propres de norme 1 : (1/v/2)(1, —1) et (1/v/2)(1,1),

ceci donne alors :
1 0| 1 1 1 0 —-1|11 -1
0 —1| 21]—1 1|/|=1 o0 1 1

si on définit une nouvelle variable :

on a :

si on note P l'inverse de la matrice :
1 1 1
21-1 1
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c’est-a-dire

alors le systeme (3.3) s’écrit :

ow ow
P— AP— =0
ot e ox
en multipliant par P~! on obtient :
8_w +c L0 6_w =0
ot 0 —1| 9z

ce qui, écrit en coordonnées, est

%Jrc%zo
(34) Juy _ Jwy
ot or

ceci nous montre tout de suite le besoin d’avoir 2 conditions initiales.

On a ainsi obtenu 2 équations de transport découplées a vitesse de propagation
opposées. La technique utilisée est similaire a celle qu’on utilise pour les équations
différentielles ordinaires ou on réduit une équation d’ordre 2 a un systeme de 2
équations d’ordre 1.

Pour ¢ = 0 on a les conditions initiales u(z,0) = uo(z) et 2%(z,0) = u;(z), par
définition de vy et vy ceci donne v(z,0) = (uy(z), cug(x)). Passons en variables
w

o o 1| oe
B

2 | —uy (@) + cup(w).

w F O]aw—o t€R t>0
(3.5)

Les solutions de (3.5) sont alors :
1
wi(z,t) = wig(x — ct) = =(w(x — ct) + cug(x — ct))
we(x,t) = wag(x + ct) = 5(—u1(:c + ct) + cug(z + ct))

en variables initiales on a :

ou 1 1

i (z,t) = 8—;‘ = 5 i = ct) + cu( = ct)) = S(—wr(w + ct) + cu(w + ct))
ou 1 1

vo(x,t) = c% = §(u1(:c + ct) + cup(x + ct)) + 5(—u1(a: — ct) + cug(z — ct)).

On a résolu un probléeme en se ramenant a une situation connue.
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3.1 Le formule de d’Alembert

Les résultats de la section précédente montrent que les solutions de ’équation
des ondes dépendent exclusivement de z — ct et de x + ¢t et non plus de z et de
t indépendamment.

On va donner une autre caractérisation des solutions de I’équation des ondes
en R en fonction uniquement des conditions initiales.

Théoréme 4 (Formule de d’Alembert). La solution de I’équation des ondes (3.1)
ou uq est une fonction différentiable est :

1 x+ct
(3.6) u(z,t) = 5 (uo(z + ct) + ug(x — ct)) + % / u(y) dy
T—ct
Démonstration. On a déja vu que toute solution est de la forme :
u(z,t) = F(x +ct) + Gz — ct),
les conditions initiales impliquent alors que :
u(z,0) = ug(x) = F(z) + G(x)

et :
ou

2 ,0) = w (@) = (' (2) - G'(x)

en dérivant on obtient le systeme :
F'(z) + G'(z) = uy(x
F'(z) — G'(z) = )

~—

qui a pour solution :

F'(z) =

G'(z) =

ce qui donne :

F(zx)=c + 1uo(:lc) + = /Ox u(y) dy

2 2c
m>——ﬁ-m—i/m<w
T)=Co 2U0$ QCouly Y

La condition initiale nous aide a déterminer les constantes d’intégration :
up(0) = u(0,0) = F(0) + G(0) = ¢1 + ¢2 + up(0)

ce qui entraine :
Cc1+Ccy = 0

et en sommant F'(z + ct) et G(z — ct) on obtient le résultat. O
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3.2 Conditions aux limites — Le cas de la demi-
droite

On va étendre la formule de d’Alembert a I’équation des ondes dans une demi-
droite avec une condition de frontiere de Neumann homogene. On considere le
probleme :

(o2 2
—atg—&—al;:o Vi>0 Vz>0
X

u(z,0) =up(x) V>0

3.7
(3.7 a—?(m,O):ul(aﬁ) Vo >0
u

ol ¢ > 0 est la vitesse.
Physiquement la condition de frontiere s’interprete comme une paroi réfléchissante.
Si on suit le méme raisonnement que dans la démonstration du théoreme
précédent on a (en gardant les mémes notations) :

1 1 [
Fla) =+ guo(a) + 5 [ o) dy

1 1 [*
G(z) = — - — d
(@) = 2+ gula) = 5 [ (o) dy
La condition initiale implique, encore une fois, que :
c1+c =0,

dans le cas z — ¢t > 0 on a alors :
1 1 x+ct
(3.8) u(z,t) = 5 (uo(z + ct) + ug(x — ct)) + % / u(y) dy
r—ct
Pour x = 0 la condition de frontiere implique :

0= %(o,t) = F'(ct) + G'(—ct) Vt>0

ceci est équivalent a :
G'(y) =—F'(-y) Vy<0
et, intégrant des deux cotés :

G(y) = c3 + F(-y)
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maintenant, pour y = 0 on peut appliquer la condition initiale :
1
G(O) = C3 + F(O) = C3 +c + §U0<O)
et, d’'un autre coté :

G(0) = e+ %UO(O)

ce qui entraine :
C3+CL=Co

en prenant en compte le fait que ¢; + ¢ = 0 on conclut :
C3 = 262 = —201
et la solution pour x — ¢t < 0 est alors donnée par :

(3.9)
u(z,t) = F(x +ct) + Gz — ct)
(x+ct) — F(ct —x) 4¢3

r+ct 1 ct—x
(walet = 2) +un(a+ )+ oo [ wdy+ o [ i) dy
c Jo 2c Jy

On vient d’obtenir une expression pour la solution dans le cas de la demi-droite
avec condition de frontiere de Neumann homogene. Il s’agit d’une généralisation
de la formule de d’Alembert. On peut procéder de la méme fagon pour un domaine
spatial borné, mais les calculs sont beaucoup plus lourds. Cette expression de
la solution a ’avantage de mettre bien en évidence le comportement des ondes
réfléchies par la frontiere.

3.3 Solutions a variables séparées

On cherche maintenant les solutions de I’équation des ondes a variables séparées.
On suppose qu'il existe des fonctions (inconnues) F' et G, d’une variable réelle
telles que

u(z,t) = F(x)G(t).

On calcule les dérivées partielles

rPf
rf
oz -G
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on a alors

FG" =cF'G
comme, par hypothese F'G # 0 on peut écrire

F// G/I
2° - =
A @) = ()

la fonction de gauche dépend uniquement de x et celle de droite uniquement de
t, on peut alors dire qu’il existe un réel A tel que

siA=0onaF"=G" =0 et donc

F(z)=ar+0b
Gt)=at+
si A > 0 on a des solutions exponentielles réelles

F(x) = R

G(t) = a4 g VA

si A < 0 on a des solutions oscillantes

Fioy = (Y20 i ()

C

G(t) = acos <\/——)\t) + [sin <mt>

en prenant en compte les conditions initiales et les conditions aux limites on peut
déterminer les solutions.
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Chapitre 4

Introduction a la série de Fourier

4.1 Rappels sur les séries

Une série peut étre vue la généralisation de la somme a un nombre infini de
termes. La manipulation des séries est plus complexe que celle des sommes finies
en raison de la nécessité d’étudier la convergence, en effet, contrairement aux
sommes finies la somme d’une série peut étre infinie ou méme indéterminée. On
va présenter rapidement les principaux résultats sur les séries pour qu’on puisse
aborder rapidement la série de Fourier.

Définition 10. On appelle série de terme général u, la suite des sommes par-

tielles S, ot :
i=1

On dit que la série est convergente si et seulement si S,, est convergente. On dit
qu’une série Y u, est absolument convergente si la série de terme général |u,|
est convergente.

Exemple 10. 1. La série Y, i est divergente car :

0
2 N—oo

N ON(N+1
;Z: ( )

Proposition 8. Une condition nécessaire pour qu’une série soit convergente est
que son terme général tende vers 0. ATTENTION : Cette condition n’est pas
suffisante.

Exemple 11. Montrons que la série harmonique :

o0

1
2
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est divergente. On peut minorer les sommes partielles par une intégrale :

(voir figure 4.1), mais :

" dx
— =logn —
.z
ce qui entraine que :
(e.]
1
— — 00
n
n=1

Fic. 4.1 — La série harmonique et [ dx/x

La convergence d’une série est, en général, assez difficile a démontrer. On a
néanmoins a notre disposition un certain nombre de criteres de convergence, il
faut se souvenir que aucun d’eux n’apporte une réponse dans tous les cas.

Proposition 9 (Régle de d’Alembert). Soit > u,, une série, alors :

.. Un+1
St lim < 1 alors E u, converge
n— o0 un

Si lim 2 > 1 alors Zun diverge

n—oo Uy,

. . un+]_ . .
St lim =1 alors ne peut rien dire sur la convergence de E Up,
n—o0 U,n

Proposition 10 (Regle de Cauchy). Soit > u,, une série, alors :
Si lim Yu, <1 alors Zun converge
Si lim /u, > 1 alors Zun diverge

n—oo

n—oo

Si lim /u, = 1 alors ne peut rien dire sur la convergence de E Up
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4.2 Rappels sur les séries de fonctions

On peut s’interroger sur le sens a donner a une expression du type :

(4.1) > ful@)

ou chaque f,(z) est une fonction réelle. Si pour toutes les valeurs z € D C R
la série converge alors l'expression (4.1) définit une fonction de D dans R. Si la
fonction f vérifie

> fale) = f(x), VeeD

alors on dit que la série de fonctions (4.1) converge ponctuellement vers la fonction
f@).

Il est tres important de noter que la somme d’une série de fonctions continues
n’est pas forcement continue. Il est de méme pour la différentiabilité, la somme
d’une série de fonctions dont tous les termes sont dérivables peut ne pas étre
dérivable.

Les exemples les plus simples de séries de fonctions sont les séries de puissances
ol on représente une fonction comme une série de polynomes c,(z — a)” au
voisinage d'un point a. Une exemple est la fonction exponentielle :

oo
X l‘n
e’ = g —
— n)

1=0

4.3 Développement en polynémes trigonométriques

On va maintenant étudier le développement d’une fonction périodique comme
une superposition de fonctions trigonométriques.

Définition 11. Une fonction d’une variable réelle (ou complexe) f est périodique
de période L si elle vérifie :

flx+L)=f(x) VreR (ouxeC)

Notons que si une fonction est périodique la périodicité n’est pas unique, en
effet, si f est périodique de période L, elle est aussi périodique de période jL ou
J est un entier positif.

Dans certains cas on peut définir la période fondamentale comme le plus petit
réel non nul L tel que f(x + L) = f(x) V. Les constantes étant périodiques
pour toute période n’ont pas de période fondamentale.
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Exemple 12. Les fonctions sinx et cosx sont périodiques de période 2m. Les
fonctions sin(2nx /L) et cos(2ma /L) sont périodiques de période L, un petit calcul
nous permet de le vérifier pour le sinus :

2 2 2
sin (%(I + L)) = sin <f7rx + 27TL) = sin <%x>

La fonction de variable complexe exp(w) est périodique de période 2mi.

En général si f est périodique de période Ly alors la fonction g(z) = f(Lix/Ls)
est périodique de période Ly :

9(x + Lo) = f(Li(x + La)/La) = f(Lix/Ly + Ly) = f(L17/Ls) = g(x)

Théoreme 5. Soit f une fonction réelle de variable réelle périodique de période
L dérivable, sauf pour un nombre fini de points en [0, L], la série de Fourier de f

(4.2) % + nio:l a,, Cos (n%m) + nio:l by, sin (n%m) Vr € R
ot les coefficients sont données par

(4.3) / f(z) cos n—x) dx

(4.4) / f(z)sin n—x) dx

converge vers

S(lm fy) + Tim f(y))

y—at Yy—x—

Théoreme 6. Soit f une fonction complexe de variable réelle périodique de
période L dérivable, sauf pour un nombre fini de points, alors on a :

(4.5) ;(11mf()+hmf ) Zcem

y—at Yy—x
n=-—00

les coefficients sont données par :

Ce développement est unique.

Une fonction L-périodique est déterminée par ses valeurs dans une intervalle
de longueur L.
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Exemple 13. Calculons le développement en série de Fourier de la fonction

2m-périodique
0 zel0,n|
fx) = {1 x € [m, 27|

on a alors
1 27 1 27
aO:—/ f(x)dm:—/ dr =1
™ Jo T Jr
et
1 2w 1 27
a, = —/ f(z) cos(nz) dx = —/ f(z) cos(nz) de =0
™ Jo T Jr
et
1 2m
by, = — (x) sin(nzx) dz
T™Jo
1 2
== (x)sin(nx) dz
m ™
1 2w
/
= —— d
ey | (cos(nx))" dx
1
= - 2 —
mT(Cos.( nm) — cos(nm))
1
— (=" —1
ER(ENEY
et donc

flz) = % +) %((—1)” — 1) sin(nx)

Dans la figure 4.2 on trace la fonction f(x) et sa série de Fourier tronquée a
lordre 4, 10 et 100.

Exemple 14. On considére maintenant une fonction périodique de période 2

définie par
f(x):{x z e [0,1]

on a alors

|
&
IS
53
+
»—\
—
[\
|
8
S~—
Q
S
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A O
\ Y k\v/f ) 2 5 6

5 6 \/

(b) Approximations de
Fourier

Fi1G. 4.2 — La fonction et les premiers éléments de la somme partielle de la série

de Fourier
et
2
ap = / f(x) cos(nmz) dz
" 2
= / x cos(nmx) dz —i—/ (2 — z) cos(nmz) dx
0 1
2 n
= 7T2n2(1 + (_1) )
et

by, = /0 2 f(2) sin(nra) dz

< 5—

et on conclut que

m2n2

N —

fz) =

n=1

2
zsin(nrx) dr + / (2 — z)sin(nmz) dx
1

3 2 (—1)" = 1) cos(nma)

Dans la figure 4.3 on trace la fonction f(z) et sa série de Fourier tronquée a

lordre 4, 10 et 100.
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(a) f(x) (b) Approximations de
Fourier

Fi1G. 4.3 — La fonction et les premiers éléments de la somme partielle de la série
de Fourier

Proposition 11. Si les fonctions définies par deux séries de Fourier sont égales
pour tout x alors tous les termes sont égauz, c’est-a-dire, si

f(x) = % + g:an oS (%rm) + i:: by, sin (Q%m)

et :

et f(z) =g(x) Vz e€R alorsa, =a, etb, =p, pour tout n > 0.

4.4 Série de Fourier des fonctions a carré intégrable

La série de Fourier peut se généraliser aux fonctions a carré intégrable. Soit
f une fonction L-périodique qui vérifie

[ 1w <o

alors f admet un développement en série de Fourier. Dans certains cas (qu’on
n’abordera pas ici) I'expression de la série de Fourier n’a pas de sens mais on peut
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lui donner un sens comme limite de séries de fonctions pour lesquelles I’expression
de la série a un sens.

On se contentera de remarquer que l’espace des fonctions de carré intégrable
qu'on nomme L%*(0,L) est un espace vectoriel quon peut munir d'un produit
scalaire de fonctions'. Si f et g sont des éléments de L?(0,1) alors le produit
scalaire de f et g est défini par

(4.7) (flg) = / f(@)g(x) do.

Le fait qu’on puisse calculer cette intégrale est une conséquence de I'inégalité de
Cauchy-Schwartz

Proposition 12. Si f et g sont deux fonctions de L? de ]0, L[ alors

Sur cet espace vectoriel les fonctions e Z* forment une base orthogonale. Les
coeflicients de Fourier sont les coordonnées dans cette base, et on retrouve leur
expression comme les projections sur les éléments de la base.

Théoréme 7 (Parseval). Si f est une fonction de L*(0, L) de série de Fourier

Z i 2
cneanx

nez

alors

L
7| @ e =Yk

nez

4.5 Application a I’équation des ondes

On s’intéresse aux solutions périodiques de 1’équation des ondes.

(0% 0%
w—c@:() VeeR Vi>0
(4.8) u(z,0) = up(x) Vz €R
% (2,0) = uy(z) Vo e R
| u(@,t) = u(z + L,1)

Lon peut remarquer qu’on considére comme une méme fonction toutes les fonctions dont

I'intégral du carré de leur différence est nul comme une méme fonction pour plus de précisions
voir [5]
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c est la vitesse, L la périodicité qui est une donnée. Les conditions initiales ug et
uy sont supposées périodiques et admettent un développement en série de Fourier

up(z) = ao 0 4 Z g, COS (n—x) Z bo.n Sin (n—x)
a1 ,0 + Z a1y, COS (n—:p) + Z by n sin (n—l‘)

Supposons que la solution de (4.8) admet un développement en série de Fourier
en

u(z,t) = ao(t) + Zan cos (n—x) + Zb sin (n—x)

supposons aussi que on peut dériver cette série terme a terme, on a alors

9*u " . " 27 . 11 . 27
e ag(t) + ; a, (t) cos (nfx) + Z by (t) sin <nf:c)

n=1

2t S (2 o (5250) - S (o2 (5

n=1

[\

la proposition 11 et 1"équation entraine que les coefficients de Fourier de la solu-
tion vérifient

aj(t) =0
(49) Qo ) = Qp,0

CLB(O) = al,O

—~~
(e

(4.10) a,n(O) = aop

(0" (t) + N2b,(t) = 0

(4.11) b, (0) = bo,n
kb;l(O) b1y,
ou 5
Ay = cn—7T



Les coefficients de Fourier sont alors donnés par

agp (t) = al,gt + CL070

an(t) = agn cos(Ant) + % sin(Ant)

n

bn(t) = bon cos(Ant) + b;—” sin(Apt)

et done

1

2
- al,n . 21

(4.12) Z (aO,n cos(Ant) + N Sln(>mi)> cos (nf:ﬂ> +

n=1 n

Z (bO,n cos( A\, t) + % sin()\nt)) sin (n%x)

n=1 n

u(z,t) =5 (a0 + arot)+

Exemple 15. Calculons les solutions 2-périodiques de I’équation des ondes, avec

K z € [0,1]
to(@) = {2—95 z€[l,2]

et uy(x) = 0. Par application directe de la formule précédente on a

(4.13) u(x,t) = % + Z % cos(enmt) cos(nm)
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Chapitre 5

Equations de Maxwell

Dans ce chapitre on cherche des solutions particulieres des équations de Max-
well. Ces équation décrivent la propagation d’une onde électromagnétique qui se
propage dans un milieu de perméabilité électrique ¢ et de permittivité magnétique
w. Les inconnues de ces équations sont les trois coordonnées du champ électrique
qu’on note E et les trois coordonnées du champ magnétique qu’on note H.Sion
note c la vitesse de la lumiere, et en absence de sources de courant et de charge
les équations de Maxwell s’écrivent

( —
H .
pot = —rot £ Loi de Faraday
c Ot
oFE .,
(5.1) %a—ﬁ =rot H Loi d’Ampére

divE =0

Kdivﬁ =0

ol rot désigne le rotationnel d’un champ vectoriel qui est défini par

on. o,
0 0z
i
B

ox dy

pour H = (Hy, H,, H,).

5.1 Recherche d’ondes planes

On cherche les solutions de (5.1) ondes planes, c’est-a-dire, les solutions ou
E et H sont paralleles a un plan. Pour simplifier les calculs on prend le plan
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perpendiculaire a I’axe des z, on aura alors

E,=0=H,
et OE, OE
divE =0 = 20
v 8y ahs 0z

d’un autre coté la premiere équation de Maxwell implique que

Si, en plus, on restreint notre choix aux solutions telles que E,, E,, H, et H,
dépendent uniquement de z et ¢ (et non plus de y et z) on obtient alors les deux
systemes découplés

Iz 0H, OF,
(5:2) £ 6% 6%
c Ot Oz
et
Iz 0H, OE,
(5.3) gé@_ 5%
c ot  Ox

Il s’agit de systemes de transport ou les équations sont couplées. Par combinaison
linéaire des deux équations de (5.2) on obtient

0
- S (VEH, +VEE.) - f i 9. (it + VEE.) =

9 (VEH, ~ VEE) + \/—_a—(\FH VEE.) =

Il s’agit d’un systeme de transport, on sait que les solutions sont de la forme

¢M@+Vﬂ£:g(m+j%a

c
VIE
ou les fonctions f et g sont a déterminer a partir des conditions initiales et,
éventuellement de conditions aux limites. ce qui entraine

(5.5) Héziéﬁ(f<x_;%go-+g(x+;%§0>

o ) (e- 520
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Les mémes calculs pour le systeme (5.3) donnent

= (o (o -t 4o (o =)
(5.6 Y v v
T el )

On choisit maintenant les ondes qui se déplacent dans un unique sens (vers
la gauche), en général dans un probléeme de propagation d’ondes on prend des
ondes rentrantes (la source est située a I'extérieur du domaine de calcul) ou bien

sortantes (la source est a I'intérieur du domaine). Ce choix correspond & prendre
g=yv=0etona

H:Hygy+Hzgz et HJ_EetH:\/E
g

5.2 Reéduction a ’équation des ondes

Si on suppose que le champ magnétique et le champ électrique sont suffisam-
ment réguliers et si I'opérateur de dérivation en temps et en espace commutent
alors en appliquant le rotationnel aux deux premieres équations de Maxwell on

obtient
OH 4
B rot (—) =rotrot £
c ot

£ rot (8—E> = rotrot ]:7
c ot

rotrot H = VdivH — AH

et :

la propriété du rotationnel

entraine
H 2F .
57) # ot (8_> __p®E g

on a obtenu une équation d’ondes a coefficient £5
Par un raisonnement similaire on obtient pour le champ magnétique

e 02 H
c? Ot?

et on peut appliquer tous les résultats pour I’équation des ondes.

(5.8) — AH
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Chapitre 6

Equations de Laplace et Poisson

On s’intéresse aux équations

Au=0 Equation de Laplace
et

Au=p Equation de Poisson

Ces équations apparaissent dans 1’électrostatique, dans la mécanique du point,
dans la thermodynamique et dans bien d’autres domaines.

Une fonction définie dans un domaine 2 C R™ solution de I’équation de La-
place est appelée harmonique.

Exemple 16. Si A = (ay,...,a,) est un point de R™ alors pour tout point R =
(x1,...,2,) de R™ on peut définir la distance r de R a A par

r=r(xy,...,1,) est une fonction réelle définie dans R", r? est un polynome de
degré 2 en 1, ..., x,. Soit f(x1,...,1,) = g(r) = r? son Laplacien est
Af=2n
car
0
—(r?) = 2(z; — a;)
ax] J J
— =2
ox? ()
= ¢/
axiﬁxj (r ) !

f est donc solution d’une équation de Poisson.
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Le Laplacien est un opérateur différentiel qui a des propriétés d’invariance
par rapport aux rotations. Soit f(z1,22) = g(r(x1,x2),0(x1, x2)) une fonction
suffisamment réguliere, calculons son Laplacien en coordonnées polaires :

10 [ Og 1 0%
6.1 Af=-—|[r=2 -7
(6.1) / T8r<07’)+7’2092
et on peut vérifier que si la fonction g ne dépend pas de 6 il en est de méme pour
son Laplacien. Le résultat précédent appliqué a la fonction f(%) = r? :

10

Dans R? si on considere les coordonnées sphériques

x1 = rsinfcos ¢
(6.2) o = rsinfsin ¢

T3 = 1 Cos b

alors si f<x17x27x3) = g(r]ﬁ(xlax27x3)79(‘]7173:27:63)7(;5(1:17)(27)(3)) ona:

10 ( ,0g 1 9 (. g 1 &
. Af = (5 20 20 997
(6.3) f 2 O (T 87”) + r2sin 6 060 (Sm989) * r2 sin? § O¢?

On voit que si la fonction est invariante par rotation alors son Laplacien ne
dépend que de r. On peut aussi vérifier un résultat précédent pour f(z1,zq, x3) =
(LL’l — a1)2 + (l’g — CLQ)Q + (.Ig — a3)2
10 (
r2 or

On peut utiliser la distance a un point pour énoncer un résultat tres intéressant

Af = 722r) = 6.

Théoréme 8. Une fonction harmonique dans R™ ¢(Z) qui ne dépend que de
r=lx—c| sécrit g(xy,...,x,) = f(r) ot :

f(ry=alnr+b si n=2
fry=ar*"+b si n>2

ot f(r) = g(¥) et a et b sont des constantes réelles.

Démonstration.
N N1 AT
o = D D (wj—a))?) = 5 > (@ —ay) pe
7 i\j=1 =1 %
1 T; — a;
2r (x a) r
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et

82’/“_ 0$Z—ai_7“—(33z—az)38—;
or?  Ox; r 2
1 (z; — a;)*
or r3
on a alors
dg , or
mﬁ@Z@me
et

le Laplacien peut alors s’écrire
(i a)® 1 (i —a)”
Ag—;(f (T)TJFJC(T) (;—T

= PO+ ) = oy

Si Ag = 0 alors la fonction

" (r)=a

ou a est une constante, ce qui entraine

alnr +b sin—1=1
f(r) = . .
o 4h sin—1#1

(2—n)rn—2
Ll

De ce théoreme on peut conclure que le potentiel d’une charge placée au point
A est proportionnelle & 1/r en dimension 3 et a Inr en dimension 2.
Voyons un exemple, la fonction

h(zy,...,x,) = g(r) = %

définie dans R® \ {A} (r # 0) est dérivable dans son domaine. Calculons son

Laplacien

Oh (X1, ..., p) = _%2(%_%) -
o (S0 —a2)
0*h _ 1 - (zi — a;) (—2) 2(x 5az)
(T —a?) (S —ar)’
- _i?) T 3(xi _5al)2



donc :

Ab— D ggl _3on

r3 rd r3

Pour n = 3 la fonction h est harmonique.

6.1 Solutions a variables séparées
Cherchons des solutions de I’équation de Laplace
(6.4) Af(z,y) = 0 pour (z,y) € R?

a variables séparées : on suppose qu’il existent deux fonctions F'(x) et G(y) telles
que

f(z,y) = F(z)G(y).

L’équation est équivalente a :
F'(x)G(y) + F(x)G"(y) =0
et il existe une constante \ telle que

F@) G

F(z) G(y)

on doit donc rechercher au méme temps la constante \ et les fonctions F' et G
(on dit qu’il s’agit d’un probléme aux valeurs propres).
On a trois cas possibles :

SiA=0
F(z)=azx+0b
Gly) =ay+ 0
SiA>0
F(z) = ae¥ ™ 4 eV
G(y) = acos(V=Ay) + Bsin(—v—=Xy)
SiA<0

F(x) = acos(vV—Az) + bsin(—v/—\z)
Gly) = aeY™ + B

ol les quatre constantes a déterminer le sont éventuellement par les conditions
aux limites.
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6.2 Solutions périodiques

On s’intéresse aux solutions du probleme

(Au=0 dans R x R*
u(z +2m,y) = u(z,y) VeeR Vy>0
(6.5) u(z,0) = Z ay, cos(nx) + Z b,sin(nz) Vz € R
n=1 n=1
lim u(z,y) =0 Ve e R
\ Yy

La solution étant périodique en x on peut la développer en série de Fourier
en x

u(z,y) a,(y) cos(nx) +Zb ) sin(nx)
=1

en supposant qu’on peut dériver sous le signe somme on a

_ 2 2
82——Enan( cos(nz) Enb ) sin(na)
x
n=1

82 " 0
8—;; — aoéQ) 2 ar (y) cos(nzx) + Zb'/ sin(nx)

Comme u(z,y) est solution de I’équation de Laplace, les coefficients de Fourier
satisfont les équations différentielles ordinaires :

ag(y) =0 fan) —nan(y) =0 [bi(y) —n’baly) =0
ap(0) =0 {ay(0) =a, {0b,(0) =b,
lim ap(y) =0 lim a,(y) =0 lim b,(y) =0
y—00 y—00 y—00

la solution générale de 1’équation différentielle en aq est

ao(y) = ¢1 + cay

ol ¢; et ¢y sont des constantes d’intégration. Comme lim, .. ap(y) = 0 alors
co = 0 et ¢c; =0, en conclusion

ao(y) =0

Pour les coefficients a,(y) on a
n —n
an(y) = cpae™ + cpoe™"

Le comportement a l'infini de a,(y) et de b,(y) implique que ¢,; = 0 et donc
Cp2 = Gy, €n conclusion



La solution de (6.5) est alors

(6.6) Z ane " cos(nx) i “™sin(nx)
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Chapitre 7

Equation de la chaleur

On considére une barre mince de longueur infinie (représentée par I’axe réel),
et on cherche I'évolution au cours du temps de la température v dans cette barre.
La fonction u(x,t) donne la température au point x a I'instant ¢. Si la barre a une
conductivité thermique homogene et en absence de sources de chaleur, u vérifie

ou  0*u

Si la température a l'instant ¢ = 0 est connue et donnée par la fonction wug(x),
alors on ajoute une condition initiale

(7.2) u(z,0) = ug(x)

Le probleme (7.1), (7.2) est beaucoup plus difficil que 'équation de trans-
port, en général, on n’a pas de solution explicite. On peut néanmoins trouver une
solution élémentaire.

Théoreme 9. Le probléme

OFE O°F
E(z,0) =0

ou § représente une mesure de Dirac, admet une solution unique

1 22

2/t

e 4t
La démonstration de ce résultat, qui utilise la transformation de Fourier, ne
sera pas faite ici.
Dans certains cas on peut se servir de la solution élémentaire pour trouver la
solution du probleme original, en effet, si uy est une fonction de carré intégrable,

(7.4) E(z,t) =
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ou bien une fonction bornée, alors la solution de (1.4) avec la condition ini-
tiale (7.2) est

(75) e t) = [ B uale = ) dy = (o> E)(2)
R
de plus on a
[uf|so < Jluol]oo
[l L2 < Jluol| 2

On peut énoncer un résultat analogue dans le cas sans second membre et
condition initiale non nulle.

7.1 Propriétés des solutions de I’équation de la
chaleur

On montre un premier résultat qui nous donne des informations tres impor-
tantes sur les solutions et qui est tres utile dans les démonstrations d'unicité.

Théoréme 10 (Principe du maximum). Si les conditions de validité de la
représentation (7.5) sont vérifiées et si la condition initiale vérifie up(x) > 0 pour
tout x € R alors la solution de ’équation (7.1) vérifie

0 <wu(z,t) <supup(z) Vt>0
zeR

Démonstration. u > 0 car u est une intégrale d’un produit de fonctions positives.
Il est bien connu que

/ eV dy = /7
R
par le changement de variable y = z/v/4t on montre que

/RE(x,t) dr =1

et on peut faire la majoration suivante

u(z,t) < (sup uo(x))/RE(x,t) dx = sup ug(x)

zeR

Exemple 17. Prenons une condition initiale gaussienne

M

T

up(z) =e 7
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la solution est alors

y2 (z—y)?

T It dy

w(z,t) = ugx E(x,t) =

\/ﬂ

on fait le changement de variable

z=yv1+t—

x
vV1+t

et on note que

2 N2 2 2 9 2
v -y vy 2wy o
1 At 4" 4t At
1+t , z? x? x?
Y ” y\/ TR0y wi+n Tm
1 T 2 x? x?
— — (V1¥ty— ll
4t( M \/1—|—t) T T
1 x 2 x’t
L (it ) ;
At ( YT i) T m+
22 22
A

ce qui entraine

CL’2
(I t ( > 6_4(1+t)
47r \/1 +1
z2 1 z2

e 40+t — e 4040

m(m/d) R%EY

la solution est aussi une gaussienne, elle est obtenue un décalage en temps de la
donnée initiale.

Exemple 18. Si on prend la fonction de Heaviside comme donnée initiale :

1 six>xg

uo(x) = H(x — o) = {

0 stx<xzg

une application du résultat précédent donne la solution de l’équation de la chaleur
suivante

u(a, ) = / uo(z — y)E(y,1) dy
= /OO E(y,t) dy

—x0

00 1 2
= 6_ 4t d
/wzo VAart Y

20




la derniére intégrale n’est pas calculable, par changement de variable on peut la
ramener a une intégrale de e dont la primitive ne peut pas s’exprimer a [’aide
des fonctions usuelles.

7.2 Solutions auto—semblables

Dans cette section on cherche les solutions auto—semblables de I'équation de
la chaleur en dimension 1 d’espace. On cherche la solution de (7.1) sous la forme

u(z,t) = t*g(t°r)

ou « et [ sont des constantes réelles qu’on pourra, éventuellement, déterminer
pendant le calcul et g est une fonction d'une variable, g sera solution d’une
équation différentielle ordinaire. Calculons les dérivées :

9,

a—?(m, t) = at*g(t’z) + gt ag ()
0%u ,
@(I,ﬂ = 1""0" (tx).

Comme u est solution de I’équation de la chaleur ’équation différentielle ordinaire
pour g est :
ag + BtPxg = 29 1y"

en notant y = tPx on obtient.

ag(y) + Byd' (y) = 271 g" (y),

Pour éliminer ¢ on impose de plus

et on obtient I’équation différentielle ordinaire

1

(7.6) ag(y) — §yg’(y) =9"(y).

Cette équation n’est pas facile a résoudre.

Exemple 19. Cherchons les solutions auto—semblables de I’équation de la chaleur
avec o = 3 = —1/2. On cherche donc a résoudre

(7.7) 9(y) +yg' (y) +24"(y) =0

on cherche a déterminer ¢ pour que gy soit une solution particuliere de la forme

2

Go(y) =e V.

o1



Par dérivation on obtient
9o(y) = —2cye "
90 (y) = (=2 + 4Py )™
mais g solution de l’équation implique que
(1—2cy® — 4c +82y2)e Y =0
lexponentielle étant positive il faut que c = 1/4 et on a
2

¥y
4

go(y) =€

On cherche maintenant une solution générale de l’équation (7.7) de la forme
sutvante

9(y) = go(y)h(y).
Calculons les dérivées

9'(y) = 9(y)h(y) + go(y)H (y)
9" () = g0 (W)h(y) + 290(») 1 (y) + go(y)1" (y)
ce qui implique
0 = goh + ygoh + ygoh' + 2¢"h + 4gyh’ + 2goh”
0= (g0 +ygo + 290)h + ygoh' + 4goh’ + 2goh"
0 = ygoh' + 4goh' + 2goh”
0 = (ygo + 4g5)h" + 2goh”

2 2
0=e T (y—2y)l(y) + 2 Th"(y)
0= —yh'(y) + 21" (y)

on a ainsi obtenu une équation différentielle ordinaire du premier ordre en h' = w,
on peut séparer les variables

la solution est

»

y

w(y) = h'(y) = Aer.
La fonction h est donc

Y 42
h(y) :)\/ et dz+ p.
0
On reconstitue la solution générale de (7.7)
2 Y 2 Y
o) = 9o(h(w) =A™ [T ke
0

La solution auto—semblable est alors :

N

% 22 12 CL'2
u(z,t) = t_%g(t_%x) = / LT dr 4 e i
0
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Chapitre 8

Classification des Equations aux
Dérivées Partielles

Dans ce dernier chapitre on donner une classification des Equations aux
Dérivées Partielles linéaires du second ordre. A chaque type d’équation corres-
pond un comportement différent des solutions.

Définition 12. Une Equatz’on aux Dérivées Partielles linéaire d’ordre 2 définie
dans un ouvert Q C RN est de la forme

N
z:: (@ 8:1:1835]( 7) = F(Z,u, Vu)

ot a;; et I sont des fonctions données.

Exemple 20. n dimension 1 [’équation des ondes est de ce type avec a;1 = 1,
A99 — —62, 19 = Ag1 = 0et F=0.
Exemple 21. Pour l’équation de transport on a

ou ou

F(Z,u,Vu) = 5 + o

et a = 0.

Exemple 22. Pour l’équation de la chaleur on a a11 = 1, aso = a19 = ag1 =0
et ' =<

Considérons le cas d'une Equation aux Dérivées Partielles en deux variables
rett: Pu o 92
u u
A——i—ZB +C— = F(Z,u,Vu
ot? OxOot 0x? (%0, Vu)
dans le cas F' = 0 on peut essayer de trouver des caractéristiques, le long des-
quelles la solution sera solution d’une équation différentielle ordinaire, on re-

marque que :

5% Py o
A— 2B—— — =0
o2 T B oma T O
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est équivalent a :

ou ox\ 2 ox
pye (A <E) +2Ba —1—0) =0
on définit alors le discriminant
A= B?>— AC

et on a la classification suivante

A > 0 I'équation a 2 caractéristiques et est hyperbolique.

A < 0 I'équation n’a pas de caractéristique et est elliptique.

A = 0 I'équation a une caractéristique et est parabolique.
Exemple 23. L’équation des ondes en R a A = ¢ > 0 elle est donc hyperbolique.
Exemple 24. L’équation de la chaleur en R a A = 0 elle est donc parabolique.

Exemple 25. L équation de Laplace en R? a A = —1 < 0 elle est donc elliptique.
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